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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α.1.   Σχολικό σελίδα 133 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε 1 2,x x   ισχύει    1 2f x f x . Πράγματι: 

 Αν 1 2x x  τότε προφανώς    1 2f x f x . 

 Αν 1 2x x , τότε στο διάστημα  1 2,x x  η f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 

μέσης τιμή. Επομένως υπάρχει  1 2,x x   τέτοιο ώστε      2 1

2 1

f x f x
f

x x



 


① . 

Επειδή το   είναι εσωτερικό σημείο του  , ισχύει   0f   , οπότε λόγω της ①  είναι 

   1 2f x f x . Αν 2 1x x , τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι    1 2f x f x . Σε όλες λοιπόν τις 

περιπτώσεις είναι    1 2f x f x .    

Α.2.   Σχολικό σελίδα 51 

Έστω οι συναρτήσεις , ,f g h . Αν: 

      h x f x g x   κοντά στο 0x  και 

    
0 0

lim lim
x x x x

h x g x l
 

    

τότε  
0

lim
x x

f x l


  

Α.3.   Σχολικό σελίδα 185 

Έστω f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα  . Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της f  

στο   ονομάζεται κάθε συνάρτηση F  που είναι παραγωγίσιμη στο   και ισχύει    F x f x   

για κάθε x .   

Α.4.   α) Λ β) Σ γ) Σ δ) Σ ε) Λ  



 

 
 

ΘΕΜΑ Β 

 : 1,f     με τύπο    2ln 1f x x     

 : 2,g    με τύπο   2 1g x x      

B.1.   Για την συνάρτηση h f g  . 

      
     

: 2 : 2 1 1 2 : 2 0

2 : 2 0 2 : 2 2,

f g g fx g x x x x x

x x x x

             

        


 

           
     

2

2 1 2ln 2 1 1

2ln 2 ln 2 ln 2

h x f g x f g x f x x

x x x

         

     


 

B.2.        ln 2 , 2,h x x x      

Για κάθε 1 2, hx x   με 1 2x x  έχουμε: 

       
ln

1 2 1 2 1 2 1 22 2 ln 2 ln 2
x

x x x x x x h x h x          
1

 

Άρα h1  στο διάστημα  2,  άρα "
"1 1h   άρα h  αντιστρέφεται. 

β’ τρόπος 

Για κάθε 1 2, hx x   με    1 2h x h x  έχουμε: 

       
"

"ln 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2ln 2 ln 2 2 2
x

h x h x x x x x x x


            

Άρα "
"1 1h   άρα h  αντιστρέφεται. 

γ’ τρόπος 
Η h  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη για 2x   με  

     1 1
ln 2 2 0

2 2
h x x x

x x
            

 για  2,x   

Άρα h1  στο διάστημα  2,  άρα "
"1 1h   άρα h  αντιστρέφεται. 

 

Για την εύρεση της αντίστροφης, θέτουμε  y h x . 

     
"

"1 1
ln 2ln 2 2 2

xe
xy y yy h x y x e e e x x e


            , hx   

Έχουμε 2 2 2 0y yx e e       που ισχύει για κάθε y , άρα 1h
   .  

Επομένως  1 2yh y e    με y  άρα  1 2xh x e    με x . 

β’ τρόπος 
Η h  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα άρα 

            
2 2

2, lim , lim lim ln 2 , lim ln 2
x xx x

h h x h x x x
   

         αφού 

 

 
2

lim 2 0
x

x


   άρα  
2

2 2 0
0

lim ln 2 lim ln
u x

x x u
u

x u
  



 

  


     και 

 lim 2
x

x


    άρα  
2

lim ln 2 lim ln
v x

x x v
v

x v
 

  


      



 

 
 

B.3.             2

2 2

2ln 1
lim lim ln 2

2 2x x

f x x
h x x

x x

 

 

   
            

 αφού  

    
 

 0

0

2 2 2 2 2

1 2
2 12ln 12ln 1 21 1lim lim lim lim lim 2

2 1 1 12
x DLH x x x x

xxx x x
x xx

    

        
 

 και 

 
2

lim 2 0
x

x


   άρα  
2

2 2 0
0

lim ln 2 lim ln
u x

x x u
u

x u
  



 

  


     

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ.1.    

i) Η f   έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο   οπότε το όριο  lim
x

f x


 είναι πραγματικός αριθμός. 

Έχουμε  
3

2
lim lim

1x x

x x
f x

x

 
 





. 

Αν 0   έχουμε  
3

2

, 0
lim lim lim

, 0x x x

x
f x x

x

 
  

 
    

 άτοπο. 

Αν 0   έχουμε ότι   2
lim lim 0

1x x

x
f x

x


 

 


 για κάθε    

 

άρα η ευθεία 0y   είναι οριζόντια ασύμπτωτη της fC  στο  . 

ii) Η y x  εφάπτεται της γραφικής παράστασης της f  στην αρχή των αξόνων άρα  0 0f   

που ισχύει και  0 1f   . 

Έχουμε  
      

 
   

     

2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

1 1 1 2 2

1 1 1 1

x x x x x x x x x x
f x

x x x x

        
            

   
 

Άρα  0 1f       

Γ.2.   Έχουμε   2 1

x
f x

x



 

i) Η f   είναι συνεχής και παραγωγίσιμη με      
2 2

2 2 2 2

1 2 1

1 1

x x x x
f x

x x

      
 

 

   
2

2 2

2 2

1
0 0 1 0 1 1

1

x
f x x x x

x

             


 

     
2

2

2 2

1
0 0 1 0 1,1

1

x
f x x x

x

           


 

       
2

2

2 2

1
0 0 1 0 , 1 1,

1

x
f x x x

x

              


 



 

 
 

 

Η f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 1x    το   1 1
1

1 1 2
f


   


 και ολικό μέγιστο στο 1x   

το   1 1
1

1 1 2
f  


. 

ii) Για  1 , 1     η f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα άρα 

      1
1

1
lim , lim ,0

2xx
f f x f x

 

     
 

 

Διότι   21 1

1 1
lim lim

1 1 1 2x x

x
f x

x  


   

 
 

  2 2

1
lim lim lim lim 0

1x x x x

x x
f x

x x x   
   


 

Για  2 1,1    η f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα άρα      2

1 1
1 , 1 ,

2 2
f f f

          
 

Διότι   1 1
1

1 1 2
f


   


 

  1 1
1

1 1 2
f  


 

Για  3 1,    η f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα άρα 

      3 1

1
lim , lim 0,

2x x
f f x f x

 

     
 

 

Διότι   2 2

1
lim lim lim lim 0

1x x x x

x x
f x

x x x   
   


 

  21 1

1 1
lim lim

1 1 1 2x x

x
f x

x 
  

 
 

Επομένως        1 2 3

1 1
,

2 2ff D f f f
          

 

Για την εξίσωση   21

2
f x    έχουμε: 

Αν 0   είναι 2 2
max

1 1
0

2 2
f       άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 

Αν 0   είναι   1

2
f x   οπότε μοναδική ρίζα η 1x  .  

 
 
 
 
 
 



 

 
 

Γ.3.    

 

   
2 11

2 1 2
2 1 12 1 2 1 2 1 220 1 1

1 2 22 1 1 0 01

1 20

11
1 1

1

x
dx x xx x x xx

dx dx
x xx

dx
x



   

 





    

 




                


 



①

2 1x 

1

0

12 1 11 2 1

0
0

1

2 2 2 2

dx

x
x dx




 

 




 
     





  

      
0 11 1 2

0 2 20 0 0

1 2 1 1 1
ln 1 ln 1 1 ln 0 1 ln 2

1 2 1 2 2 2

x x
dx dx x

x x

 
              ①   

1

1

2 2     


  

για 0   έχουμε 
0 1

1

0

1 1
1 12 0 2 2 ln 2

1 2 2
ln 2

2

    
     

 
 

για 1   έχουμε  1 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
ln 2 ln 2 ln 2

4 2 2 4 4 2 2 4 2
                    
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